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Porque pensando em ti
Corria contra o tempo
Eu descartava os dias
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Como de um filme
A ac¸a˜o que na˜o valeu
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Pra encostar no teu
...
(Chico Buarque e Edu Lobo)
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(Albert Einstein)
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iv
Agradecimentos
  Ao professor Jose´ Antonio Roversi pela orientac¸a˜o e ajuda nos “momentos crı´ticos”. Obrigado pela
confianc¸a.
  Ao professor Marcelo A. Marchiolli por todas as dicas, conselhos e correc¸o˜es. Tenha certeza de que
aprendi muito com voceˆ.
  Aos professores Antoˆnio Vidiella-Barranco e Kyoko Furuya, pelas participac¸o˜es no meu exame de
qualificac¸a˜o e semina´rio de pre´-requisito, sempre com o´timas indagac¸o˜es e sugesto˜es.
  Dentre as va´rias pessoas que tive o prazer de conhecer no IFGW, gostaria de agradecer a esses que
dividiram comigo alegrias, tristezas, cafe´s e cervejas: Pablo (irma˜o mais novo que sempre esteve ao
meu lado), Se´rgio (amigo de longa data, amigo pra sempre), Rildo (com sua alegria contagiante e
revigorante), Fernando (amigo, irma˜o. o “super-sayajin nı´vel 4”!) e Leandro (meu cigarro e´ seu e seu
cigarro e´ seu).
  Aos meus companheiros de grupo A´lvaro, Giovana, Fabiano, Paulo e Camila, por sempre estarem
dispostos a discutir e interagir.
  Ao Renato, La´zaro, Roge´rio, Carla˜o, Pepe, Pablito, Lisandra, Te´rsio, Marcos, Lu, Cabelo, Marcelo,
Ju´lio Akashi, Ju´lio, Augusto, Eduardo, Silvio, Goiano, Sebastian, Max, Roma, Pila, Tati, Martinha, Ana
Ma´rcia, Ana, Celso, Edilson, Zola, Cibele, Juan, Fernando Sato, Ricardo Sato, Ricardo, Daniel, Ana
Banana e Thalita, entre outros colegas do pre´dio D que me fogem da memo´ria agora (desculpem-me),
pelos momentos divididos durante essa etapa de minha formac¸a˜o acadeˆmica.
  Aos meus amigos “normais”: Vicente, Adilson Cruz, Adilson, Cris, Mary e Val, por aturarem minhas
conversas “de louco”.
  Aos meus amigos “quasi-normais”: Ja˜o, Jesus, Floripa, Mogli, Vini, Beto, Tadeu e Tania que, apesar da
distaˆncia, sempre esta˜o pro´ximos.
v
  A Thalita, pelo constante apoio, obrigado. Voceˆ e´ muito especial. Te adoro.
  Ao pessoal da CPG (Maria Ignez, Armando, Alessandra), da biblioteca do IFGW e da limpeza do
pre´dio D, pelo auxı´lio prestado nesses anos.
  Aos amigos da Unicamp (Odete, Mundinho, Corinthiano, Paula e Marca˜o) e do fretado (Marilia,
Vito´ria, Norberto, Rosa entre outros), pelos momentos de descontrac¸a˜o.
  Ao cole´gio Criac¸a˜o-Anglo (diretores, professores e alunos), que me ensinaram a ter prazer em ensinar.
  Aos funciona´rios e professores da Madrassy, thanks.
  Ao Lord.
  Por u´ltimo, pore´m na˜o menos importante, gostaria de agradecer ao meu irma˜o mais velho Marcelo,
por ser meu irma˜o de verdade, amigo para todas as horas e momentos. Tenho orgulho de poder te
chamar de irma˜o. Valeu!
Campinas, Sa˜o Paulo Ricardo Jose´ Missori
26 de setembro de 2003.
vi
Resumo
Nesta dissertac¸a˜o apresentamos um procedimento matema´tico que permite obter expresso˜es analı´ticas
para a inversa˜o atoˆmica e func¸a˜o de Wigner no contexto do modelo de Jaynes-Cummings com campo ex-
terno quaˆntico, considerando quaisquer campos na cavidade e externo. Essas soluc¸o˜es sa˜o expressas na
forma integral, com os integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das distribuic¸o˜es
de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo, ale´m de um kernel responsa´vel pelo ema-
ranhamento. Considerando dois estados iniciais especı´ficos para o sistema composto, o formalismo e´ enta˜o
aplicado para o ca´lculo da inversa˜o atoˆmica e da func¸a˜o de Wigner, onde, em particular, mostramos como
a dessintonia e a amplitude do campo externo modificam o emaranhamento. Ale´m disso, tambe´m obtemos
as distribuic¸o˜es de probabilidades maginais corretas, as quais decorrem do processo de integrac¸a˜o sobre a
func¸a˜o de Wigner em uma das varia´veis do espac¸o de fase.
vii
Abstract
In this thesis we present a mathematical procedure which leads us to obtain analytical solutions for the
atomic inversion and Wigner function in the framework of the driven Jaynes-Cummings model, for any
kinds of cavity and driving fields. Such solutions are expressed in the integral form, with their integrands
having a commom term that describes the product of the Glauber-Sudarshan quasiprobability distribution
functions for each field, and a kernel responsible for the entanglement. Considering two specific initial
states of the tripartite system, the formalism is then applied to calculate the atomic inversion and Wigner
function where, in particular, we show how the detuning and amplitude of the driving field modify the
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O conceito de emaranhamento aparece naturalmente em Mecaˆnica Quaˆntica quando o princı´pio da
superposic¸a˜o e´ aplicado a sistemas compostos. Assim, um sistema composto esta´ emaranhado quando suas
propriedades fı´sicas na˜o podem ser descritas atrave´s do produto tensorial de operadores densidade associa-
dos a`s diferentes partes que constituem todo o sistema. Uma consequeˆncia imediata desse importante efeito
tem sua origem na teoria quaˆntica de medidas [1]: o estado emaranhado de um sistema composto pode
revelar informac¸o˜es sobre suas diferentes partes. No entanto, essa informac¸a˜o e´ extremamente sensı´vel ao
acoplamento dissipativo entre a medida macrosco´pica e o meio ambiente. De fato, estados emaranhados
envolvendo medidas macrosco´picas sa˜o rapidamente transformados em misturas estatı´sticas de estados
produto, e esse ra´pido processo de relaxac¸a˜o caracteriza a decoereˆncia [2-4]. De acordo com Raimond e
colaboradores [5]: “A decoereˆncia por si mesma envolve emaranhamento uma vez que o objeto que realiza
a medida esta´ emaranhado com o meio. Se a informac¸a˜o vaza para o meio, o estado do medidor e´ obtido
trac¸ando-se sob as varia´veis deste meio ambiente, levando a uma mistura estatı´stica final. Esta ana´lise e´ to-
talmente consistente com a descric¸a˜o de Copenhagen sobre medidas”. Ale´m desses aspectos fundamentais,
estados emaranhados tem aplicac¸o˜es potenciais para processamento de informac¸a˜o e computac¸a˜o quaˆntica
[6-9], teleportac¸a˜o quaˆntica [10] e esquemas de criptografia quaˆntica [11].
Um sistema fı´sico factı´vel para gerar estados emaranhados e´ aquele utilizado no Modelo de Jaynes-
Cummings (MJC), o qual descreve a interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria [12, 13]. Esse experimento e´ rea-
lizado em uma cavidade QED envolvendo a´tomos cruzando cavidades supercondutoras (um por um) com
regimes de frequeˆncia e configurac¸o˜es diferentes, ale´m de taxas de relaxac¸a˜o pequenas e bem conhecidas
[5]. Recentemente, muitos autores tem investigado o MJC com dois modos e/ou com um campo externo em
diferentes contextos, predizendo assim resultados novos e interessantes [14-28]. Entre eles, Solano e colabo-
radores [28] propuseram um me´todo de gerac¸a˜o de emaranhamento mu´ltiplo atrave´s da interac¸a˜o de um
1
2sistema de N a´tomos de dois nı´veis em uma cavidade com alto fator de qualidade, com um campo externo
cla´ssico e intenso. Segundo os autores, a principal vantagem do campo externo nesse sistema e´ a grande fle-
xibilidade na gerac¸a˜o de estados emaranhados, desde que ele produza liberdade na escolha da dessintonia e
intensidade do campo. Por outro lado, Wildfeuer e Schiller [29] usaram o modelo do oscilador de Schwinger
para obter uma soluc¸a˜o matema´tica para a gerac¸a˜o de estados emaranhados de N fo´tons para o MJC de dois
modos. Aqui, no´s desenvolvemos um procedimento matema´tico que nos permite obter soluc¸o˜es compactas
para a inversa˜o atoˆmica e func¸a˜o de Wigner para o MJC com um campo externo quaˆntico, considerando
quaisquer campos na cavidade e externo. Em ambos os casos as soluc¸o˜es sa˜o expressas na forma integral,
com seus integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das distribuic¸o˜es de quasi-
probabilidades de Glauber-Sudarshan [35] para cada campo e um kernel responsa´vel pela correlac¸a˜o. Para
ilustrar os resultados no´s fixamos o campo na cavidade nos estados coerente par e ı´mpar [36], e o campo
externo no estado coerente. Em seguida, mostramos como a dessintonia e a amplitude do campo externo
modifica o emaranhamento no sistema em questa˜o via func¸a˜o de Wigner.
Os to´picos abordados aqui esta˜o dispostos da seguinte maneira: no capı´tulo 2 apresentamos uma breve
introduc¸a˜o de alguns conceitos de o´ptica quaˆntica, como noc¸o˜es de estados e operadores, demonstramos
o procedimento adotado para a quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico e algumas de suas principais pro-
priedades, fazemos uma revisa˜o sobre a interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria (MJC) e damos uma breve
abordagem a`s distribuic¸o˜es de quasi-probabilidade e emaranhamento. Ja´ no capı´tulo 3, apresentamos
alguns resultados existentes na literatura para o modelo Jaynes-Cummings com um campo externo coe-
rente intenso, como, por exemplo, o esquema de detecc¸a˜o atoˆmica homo´dina de Wilkens e Meystre e suas
limitac¸o˜es. Por fim, no capı´tulo 4 apresentamos o procedimento matema´tico que possibilitou a obtenc¸a˜o
de expresso˜es analı´ticas para o modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo quaˆntico, ale´m de
uma ana´lise qualitativa do emaranhamento nesse sistema composto via func¸a˜o de Wigner. Nos apeˆndices
A, B e C mostramos, respectivamente, detalhes dos ca´lculos das sec¸o˜es 3.4, 4.3 e 4.4. O capı´tulo 5 conte´m
concluso˜es acerca dos resultados e perspectivas de trabalhos futuros.
Capı´tulo 2
Conceitos Fundamentais
Neste capı´tulo iremos introduzir alguns conceitos ba´sicos de o´ptica quaˆntica os quais sa˜o necessa´rios
para o entendimento de to´picos especı´ficos abordados nos pro´ximos capı´tulos. A discussa˜o desses conceitos
sera´ suscinta, explorando apenas o necessa´rio para um melhor entendimento dos resultados expostos poste-
riormente. Desta maneira, mostraremos em primeiro lugar alguns conceitos ba´sicos de mecaˆnica quaˆntica,
como noc¸o˜es de estados e operadores. Em seguida, introduziremos brevemente o to´pico quantizac¸a˜o do
campo eletromagne´tico. Tambe´m abordaremos o modelo proposto por Jaynes e Cummings, que descreve
processos simples de interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria, ale´m de apresentar diferentes estados do campo
eletromagne´tico utilizados no estudo de efeitos genuinamente quaˆnticos decorrentes do modelo em questa˜o.
Por final, apresentaremos uma breve introduc¸a˜o sobre a teoria das distribuic¸o˜es de quasi-probabilidade e
emaranhamento. As refereˆncias [31-39] sa˜o indicadas como leitura complementar a esse capı´tulo, tendo em
vista que foram a base para a disposic¸a˜o dos to´picos e de algumas passagens matema´ticas.
2.1 Preceitos ba´sicos de Mecaˆnica Quaˆntica
O estado de um sistema quaˆntico e´ descrito completamente por um vetor de estado no espac¸o de Hilbert
denominado ket e denotado por   
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 , respectivamente. O produto interno (ou produto












. Se o produto entre esses dois vetores e´ zero, dizemos que eles sa˜o ortogonais. Consequentemente, o
produto interno de um estado 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, respectivamente. A generalizac¸a˜o da Eq. (2.1) para a








onde, para o caso de 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A descric¸a˜o de um sistema na mecaˆnica quaˆntica torna-se completa com a introduc¸a˜o do conceito abs-
trato de operadores. Um operador 	 atuando sobre qualquer estado do sistema produz um outro es-
tado que, em geral, na˜o e´ normalizado. O operador conjugado 
 de um operador 











































denota um outro operador e  um nu´mero complexo. Um operador qualquer que satisfaz a
condic¸a˜o 	

	 e´ dito ser Hermitiano, com um observa´vel  associado a este operador. Os autovalores 











em que 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
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e, similarmente, se fizermos o produto de
 
   com a primeira equac¸a˜o de autovalores, obteremos
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. Portanto, operadores Hermitianos tem autovalores
reais associados com autoestados ortonormais. Medidas de  produzem um dos autovalores reais de 	 ,

















 . Se todos os possı´veis estados
podem ser expressos na forma acima, enta˜o o conjunto  


e´ dito ser completo. Se dois autoestados or-





possuem o mesmo autovalor  , enta˜o os estados sa˜o degenerados e a probabilidade














encontrado com medidas de um ensemble de

















A extensa˜o estatı´stica desse resultado e´ geralmente expressa em termos da variaˆncia

  









a qual e´ zero se e somente se   

for um autoestado de 	 .
O comutador de dois operadores 	 e 
 e´ definido como sendo








Se 	 e 
 sa˜o Hermitianos e ( 	 # 
 .
 
, enta˜o os observa´veis  e  sa˜o compatı´veis e os operadores 	 e 

tem em comum um conjunto de autoestados completos. Alguns ou todos os autoestados de observa´veis in-
compativeis sera˜o diferentes. Para dois operadores Hermitianos vale a relac¸a˜o ( 	 # 
 . 

) ( 	 # 
 . , enquanto
que o comutador de um operador 	 com o produto 


e´ facilmente reescrito como
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 	 # (2.18)
sendo este preservado para 	 e 
 Hermitianos. As incertezas associadas com as medidas de observa´veis
incompatı´veis 	 e 












Quando a inequac¸a˜o acima se torna uma igualdade, obtemos a relac¸a˜o de mı´nima incerteza para os estados
de  e  .
O produto externo de dois estados    

e    

e´ o operador projetor    
  
    ou o seu conjugado    
  
   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. Note que o projetor    
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, que e´ o estado    
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Consequentemente, o operador   	  tambe´m admite a expansa˜o












em que  

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A evoluc¸a˜o de um sistema fı´sico, representado pelo operador Hamiltoniano 
 , e´ descrito por interme´dio
do vetor de estado    fffi
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   fffi
 D
(2.22)















fffi e que nos leva a
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 na˜o dependa do tempo e fffiff
 
.
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  	 3# (2.26)
no qual “

” denota a operac¸a˜o trac¸o, que e´ a soma dos elementos diagonais do produto   	 em qualquer
base que consista de um conjunto ortonormal completo de estados. Vamos considerar, como exemplo, a
base  
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feita; caso contra´rio, se

  
ffi , o sistema se encontra num estado de mistura. Conve´m mencionar que na
segunda igualdade da Eq. (2.27) foi utilizada uma importante propriedade da operac¸a˜o trac¸o e que se refere


















Ale´m disso, para dois sistemas independentes, no´s podemos escrever o estado composto   

como um










sa˜o os estados dos dois sistemas.
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2.2 O Campo Eletromagne´tico Quantizado
Em 1927, Dirac [40] elaborou com sucesso a teoria quaˆntica da radiac¸a˜o. Desde enta˜o, outras formulac¸o˜es
da teoria surgiram, algumas sendo indispensa´veis para ca´lculos de alta precisa˜o e para a formulac¸a˜o de
teorias relativı´sticas covariantes. Aqui, a abordagem de Dirac sera´ suficiente para nossos propo´sitos. Ini-
cialmente, vamos discutir a eletrodinaˆmica cla´ssica mostrando que a Hamiltoniana do campo de radiac¸a˜o
pode ser escrita como a soma de Hamiltonianas de osciladores harmoˆnicos independentes. Em seguida,
abordamos o processo de quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico.
2.2.1 Eletrodinaˆmica Cla´ssica
Consideremos inicialmente a teoria cla´ssica de radiac¸a˜o em uma cavidade onde, por simplificac¸a˜o,
interac¸o˜es do campo com possı´veis fontes (distribuic¸o˜es de carga, por exemplo) esta˜o descartadas. As







































































representa o volume da cavidade em que esta˜o inseridos os campos eletromagne´ticos. Podemos





 em termos dos potenciais vetorial e escalar 
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as equac¸o˜es (2.35) sa˜o invariantes (

e´ uma func¸a˜o escalar arbitra´ria). Dessa forma, sempre podemos es-
colher o potencial vetor
 







(gauge de Coulomb). Em particular, na auseˆncia de cargas
( !
 


















permite-nos descrever completamente o campo eletromagne´tico para um dado ponto (x,y,z) num tempo t
qualquer. As soluc¸o˜es reais da equac¸a˜o de onda para o potencial vetor que satisfazem condic¸o˜es perio´dicas
CAPI´TULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 9



































































" #6% #ffifl e B

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, ou seja, as componentes de Fourier sa˜o perpendi-






































































Substituindo a se´rie de Fourier (2.37) na equac¸a˜o de ondas (2.36), obtemos uma equac¸a˜o diferencial para
os coeficientes  

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 , permitindo assim






























































































































































































































































































































































































































e´ constante, na˜o e´ necessa´rio especificar o argumento temporal das varia´veis na expressa˜o acima.
Podemos tambe´m constatar nessa equac¸a˜o que a energia do campo eletromagne´tico livre pode ser colocada
na forma da Hamiltoniana de um conjunto de osciladores desacoplados, onde cada um desses osciladores
tem massa unita´ria e frequeˆncia
$












































































































2.2.2 Quantizac¸a˜o do Campo Eletromagne´tico








































































Ale´m disso, embasados no princı´pio da correspondeˆncia, vamos considerar (2.45) como o operador Hamil-
toniano do sistema quaˆntico.
Seguiremos agora o formalismo adotado habitualmente para o oscilador harmoˆnico, introduzindo, para





































































































































Subtraindo o termo constante e infinito da expressa˜o acima (que e´ equivalente a definir a energia de ponto-






























desempenham um papel similar aos dos coefici-



































































#6  e estes comutam entre si, os autovetores de 
 podem ser construı´dos a partir do





















































































































































desempenham um papel central na teoria pois representam um conjunto completo de
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,  ). Este estado e´ chamado de va´cuo e designado por 
 
. Todos os outros estados estaciona´rios






































ja´ conhecida para o oscilador harmoˆnico.















, de modo que o operador correspon-











































































































































































































































A dinaˆmica do sistema pode ser formulada tanto na representac¸a˜o de Schro¨dinger quanto no de Heisen-
berg. Nesta u´ltima representac¸a˜o, os operadores  

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2.3 Interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria
Nesta sec¸a˜o abordaremos a interac¸a˜o de um u´nico modo do campo eletromagne´tico quaˆntico em uma
cavidade com um a´tomo de dois nı´veis. E´ claro que a substituic¸a˜o de um a´tomo por um sistema de dois
nı´veis na˜o passa de uma aproximac¸a˜o, que e´ razoa´vel se os dois estados esta˜o aproximadamente ressonan-
tes com o campo contido na cavidade, ao mesmo tempo que as outras frequeˆncias de transic¸a˜o atoˆmicas
esta˜o afastadas o suficiente das frequeˆncias de oscilac¸a˜o do campo. A analogia com relac¸a˜o ao u´nico modo
do campo e´ va´lida, ou seja, podemos supor que esse e´ o u´nico modo aproximadamente ressonante com a
transic¸a˜o atoˆmica. Esse modelo e´ conhecido como Modelo de Jaynes-Cummings [12,13]. Assim, iremos
nessa sec¸a˜o utilizar a formulac¸a˜o Hamiltoniana que descreve o sistema e realizar as aproximac¸o˜es devidas
para encontrar os operadores evoluc¸a˜o temporal e densidade do sistema. Essa metodologia sera´ utilizada
nos capı´tulos seguintes, em que consideraremos a adic¸a˜o de um terceiro subsistema ao problema, possibi-
litando assim o ca´lculo de algumas varia´veis dinaˆmicas imprescindı´veis para uma completa descric¸a˜o da
interac¸a˜o em questa˜o.
2.3.1 Hamiltoniano de interac¸a˜o a´tomo-campo
O modelo de Jaynes-Cummings descreve a interac¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis com um u´nico
modo do campo inserido em uma cavidade. A interac¸a˜o de um campo de radiac¸a˜o com um u´nico a´tomo



















  e 
   sa˜o as energias do a´tomo e do campo, respectivamente, e
 
 e´ o vetor posic¸a˜o do ele´tron. A





















E´ possı´vel expressar 
  e 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 . O operador do











































































































































































































































  # (2.76)











































A energia de interac¸a˜o na equac¸a˜o acima possui quatro termos, sendo que dois deles sa˜o termos rapida-
mente oscilantes, ale´m de corresponderem a transic¸o˜es que na˜o conservam energia. Assim, o termo     ,
por exemplo, corresponde a um processo em que o a´tomo decai do estado

para o estado  , ao mesmo




. Em contrapartida, o
termo    , por exemplo, representa um processo em que o a´tomo e´ excitado do estado  para o estado

ao mesmo tempo em que um fo´ton e´ absorvido, conservando-se assim a energia do sistema. A contribuic¸a˜o
para a dinaˆmica dos termos que na˜o conservam energia e´ bem menos importante que a dos outros termos:
eles produzem uma correc¸a˜o rapidamente oscilante (com frequeˆncia de
	$
) e de pequena amplitude. Por
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isso mesmo, adotaremos a “aproximac¸a˜o de onda girante”, que consiste em desprezar esses termos. Desta






































Como estamos interessados na interac¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis com um u´nico modo do campo, o
termo de interac¸a˜o pode ser obtido fazendo
 






























2.3.2 Interac¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis com um u´nico modo do campo








































Esse Hamiltoniano descreve a interac¸a˜o de um a´tomo de dois nı´veis com um u´nico modo do campo, nas
aproximac¸o˜es de dipolo e onda girante, sendo este muito importante em O´ptica Quaˆntica, pois permite o
estudo da interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria atrave´s de um exemplo solu´vel analiticamente.
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 . .
 D D D
# (2.83)



































































. Na pro´xima sec¸a˜o vamos utilizar o me´todo do operador evoluc¸a˜o temporal para estabelecer
a evoluc¸a˜o do sistema a´tomo-campo descrito pelo Hamiltoniano acima.
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2.3.3 Me´todo do operador evoluc¸a˜o temporal
Uma das maneiras de se estudar o problema da interac¸a˜o a´tomo-campo e´ atrave´s do operador evoluc¸a˜o












  e´ o Hamiltoniano na representac¸a˜o de interac¸a˜o, que na ressonaˆncia 

H





















































































































































































Desta maneira, apo´s obtermos o operador evoluc¸a˜o temporal, podemos estudar a dinaˆmica do sistema
atrave´s do ca´lculo das amplitudes de probabilidade ou do operador densidade.
2.3.4 Operador densidade
O operador densidade   fffi introduzido na sec¸a˜o
	 D
ffi pode ser obtido atrave´s do operador evoluc¸a˜o tem-
poral














Aqui, o operador densidade inicial   

 do sistema e´ descrito pelo produto tensorial do operador densidade















 . Desta maneira, apo´s definirmos o operador densi-
dade inicial do sistema, podemos calcular as varia´veis dinaˆmicas que descrevem as propriedades fı´sicas do
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2.4 Estados do Campo Eletromagne´tico
Nesta sec¸a˜o mostraremos alguns estados do campo eletromagne´tico que tem inu´meras aplicac¸o˜es fı´sicas
(
? 	
. . Vamos iniciar com os estados de quadratura, para enta˜o mostrar os estados de nu´mero ou estados de Fock, os
estados coerentes, e, por fim, os estados de gato de Schro¨dinger.
2.4.1 Distribuic¸a˜o de Nu´mero de Fo´tons
Uma das maneiras de se caracterizar um estado arbitra´rio do campo eletromagne´tico, utilizando o ope-









Podemos notar que a distribuic¸a˜o de nu´mero de fo´tons denota a probabilidade de se encontrar B fo´tons




informac¸o˜es a respeito do operador densidade do campo, possuı´ndo assim apenas elementos diagonais na
base do estado de nu´mero.
2.4.2 Estados de Quadratura














Devido ao fato de que os operadores de quadratura obedecem uma relac¸a˜o de comutac¸a˜o canoˆnica, seu
















































%  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No entanto, os operadores de quadratura na˜o sa˜o normaliza´veis, ale´m de na˜o poderem ser gerados ex-
perimentalmente. Devido a essas caracterı´sticas, e´ necessa´rio apelar para artifı´cios matema´ticos. Assim,
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Ao contra´rio dos estados, as func¸o˜es de onda de quadratura sa˜o mensura´veis. O mo´dulo ao quadrado
dessas func¸o˜es para um estado puro, pode ser medida usando detecc¸a˜o homo´dina [32].
2.4.3 Estados de Fock




























Os estados de Fock constituem uma base ortonormal no espac¸o de Hilbert e, consequentemente, obedecem





























































A expressa˜o de  

em termos dos estados de nu´mero  B
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 caracteriza o operador deslocamento. O operador densidade para o estado







CAPI´TULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 19




































Figura 2.1: Distribuic¸a˜o do nu´mero de fo´tons para um estado coerente com
  H	 
.
Na figura 2.1 temos um gra´fico da distribuic¸a˜o do nu´mero de fo´tons


  para um estado coerente
versus B , para  
H
. Podemos notar que a distribuic¸a˜o de Poisson atinge seu ma´ximo em
   
.
2.4.5 Estados de Gato de Schro¨dinger






























caracteriza os estados de “estados de Gato de Schro¨dinger” para valores especı´ficos de   . De fato, ao expan-



























Nesta equac¸a˜o, quando  
 
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Figura 2.2: Distribuic¸a˜o do nu´mero de fo´tons para um estado de gato par com  
 
.






 versus B para  


. O cara´ter oscilato´rio da distribuic¸a˜o
do nu´mero de fo´tons neste caso esta´ associada ao efeito de interfereˆncia entre os estados no espac¸o de fase.
2.4.6 Estado Te´rmico
O estado te´rmico, por ser um estado de mistura, na˜o pode ser descrito por um vetor de estado normali-















































 ,   a constante de Boltzman e  a temperatura.
2.5 Distribuic¸o˜es de Quasi-Probabilidade
Iremos aqui apresentar uma noc¸a˜o geral de apenas duas func¸o˜es de quasi-probabilidade: a func¸a˜o-P de
Glauber-Sudarshan, usada para calcular func¸o˜es de correlac¸a˜o com ordenac¸a˜o normal de operadores do
campo; e a Func¸a˜o de Wigner, para o caso de ordenac¸a˜o sime´trica.
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2.5.1 A func¸a˜o-P de Glauber-Sudarshan



























que por sua vez esta´ ordenado normalmente, ou seja, todos os operadores criac¸a˜o   esta˜o a` esquerda dos


































































na Equac¸a˜o (2.115), o valor esperado do operador








































Pela Eq. (2.117), e´ possı´vel verificar que a func¸a˜o

  # 
	
 pode ser utilizada para calcular o valor esperado
de qualquer func¸a˜o de  e   ordenada normalmente. Devido a hermiticidade do operador densidade   , a
func¸a˜o distribuic¸a˜o

  # 
	













Esta func¸a˜o e´ denominada func¸a˜o-P de Glauber -Sudarshan. Em alguns problemas e´ muito u´til mapear
o estado do campo em termos dos estados coerentes ou dos estados de Fock. Assim, podemos recorrer a
















    , de modo a viabilizar tal mapeamento.




































Note que a func¸a˜o caracterı´stica 	
 





 . A func¸a˜o-P e´ geralmente
utilizada para estudar a dinaˆmica de sistemas quaˆnticos, como sera´ demonstrado no capı´tulo 4.
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2.5.2 A func¸a˜o de Wigner
A chamada Func¸a˜o de Wigner pode ser empregada para calcular valores esperados de operadores com-























no qual  !  # 
	



































Adotando o mesmo procedimento utilizado na func¸a˜o-P, podemos definir a func¸a˜o distribuic¸a˜o de Wigner
 !  # 
	



































As func¸o˜es distribuic¸a˜o de quasi-probabilidades sa˜o definidas geralmente como as transformadas de




 e ordenac¸a˜o sime´trica
no caso da func¸a˜o  !  # 
	

















































Dentre as va´rias propriedades da func¸a˜o de Wigner, ressaltamos aquela que menciona o fato de que a
func¸a˜o existe para qualquer operador densidade   , sendo esta sempre real e normalizada [35,37]. Ale´m
disso, ela na˜o pode ser interpretada como uma genuı´na distribuic¸a˜o de probabilidade, tendo em vista que,
dependendo do operador densidade, esta pode assumir valores negativos no espac¸o de fase.
2.6 Conceito de Emaranhamento
Nesta sec¸a˜o faremos uma breve discussa˜o sobre o conceito de emaranhamento. Desta maneira, um vetor
  

pertencente a um espac¸o vetorial





















Quando na˜o conseguimos realizar essa fatorac¸a˜o, o estado e´ dito emaranhado. Os casos mais simples de ema-
ranhamento em sistemas quaˆnticos acontecem em sistemas compostos por dois subsistemas, que, quando
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esta˜o emaranhados, torna impossı´vel atribuir um estado quaˆntico puro para cada subsistema sozinho. Uma
das maneiras de se quantificar o emaranhamento em sistemas compostos e´ atrave´s do ca´lculo da entropia,
pois existe uma relac¸a˜o direta entre emaranhamento e essa grandeza (quanto mais emaranhado esta´ um
sistema, maior sera´ sua entropia). Desta maneira, e´ intuitivo que quanto maior o nu´mero de subsistemas,
maior a dificuldade de se quantificar o emaranhamento. A mesma relac¸a˜o existente entre emaranhamento
e entropia pode ser trac¸ada entre emaranhamento e correlac¸a˜o. O emaranhamento e´ responsa´vel por in-
teressantes aplicac¸o˜es relacionadas a teleportac¸a˜o, computac¸a˜o quaˆntica e criptografia quaˆntica. Para um
estudo mais profundo do assunto, as refereˆncias [5,11] sa˜o sugeridas. No capı´tulo 4 faremos uma ana´lise
qualitativa do emaranhamento num sistema composto de treˆs partes via func¸a˜o de Wigner.
Capı´tulo 3
O Modelo de Jaynes-Cummings com um
campo externo cla´ssico
Neste capı´tulo realizaremos um estudo sobre o esquema de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica introduzido
por Wilkens e Meystre [14]. O interesse por esse esquema adve´m do fato do sistema composto envolvido
(a´tomo-campo na cavidade-campo externo) ser similar ao objeto de pesquisa dessa dissertac¸a˜o. No entanto,
como veremos na sec¸a˜o 3.1, o campo externo utilizado por Wilkens e Meystre em seu modelo deve ser ne-
cessariamente coerente e intenso, sendo essa uma das importantes diferenc¸as para com o nosso trabalho,
no qual o campo externo e´ quaˆntico. Os resultados obtidos em [14] sera˜o discutidos na primeira sec¸a˜o
desse capı´tulo, enquanto na sec¸a˜o 3.2 sera˜o abordadas algumas de suas limitac¸o˜es [16], tendo em vista que
a utilizac¸a˜o de um campo externo cla´ssico na˜o permite a reconstruc¸a˜o exata do campo contido na cavidade.
Dutra e colaboradores [17] mostraram que um acoplamento fraco do a´tomo com o campo externo soluciona
esse problema, conforme sera´ descrito na sec¸a˜o 3.3. Finalizando esse capı´tulo, exploraremos a influeˆncia do
campo externo cla´ssico sobre os efeitos na˜o-cla´ssicos presentes em algumas varia´veis dinaˆmicas inerentes
do modelo de Jaynes-Cummings (MJC), como os fenoˆmenos de super-ressurgimentos na inversa˜o atoˆmica
e compressa˜o nas quadraturas [19, 20]. Desta maneira, pretendemos introduzir alguns dos resultados pre-
sentes na literatura sobre o sistema em questa˜o para conecta´-los posteriormente com os nossos resultados,
os quais sera˜o apresentados no pro´ximo capı´tulo.
24
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3.1 O Esquema de Detecc¸a˜o Homo´dina Atoˆmica de Wilkens e Meystre
Em abril de 1991, Martin Wilkens e Pierre Meystre [14] propuseram uma te´cnica de detecc¸a˜o homo´dina
atoˆmica, com o objetivo de detectar coereˆncias multifotoˆnicas provenientes de superposic¸o˜es quaˆnticas ma-
crosco´picas geradas em cavidades de micromaser supercondutoras (este esquema e´ uma versa˜o na˜o-linear
de um detector homo´dino de um u´nico a´tomo). O modelo consiste de um campo eletromagne´tico quaˆntico
(modo a) confinado em uma cavidade de alto fator Q de qualidade e um campo eletromagne´tico externo
intenso (modo b), ambos interagindo com um u´nico a´tomo de dois nı´veis. O operador Hamiltoniano deste











































e´ a constante de Planck,
$
e´ a frequ¨eˆncia do a´tomo e dos campos externo e cavidade, e 1 e´ a cons-
tante de acoplamento do a´tomo com ambos os campos. Por motivo de simplificac¸a˜o do modelo, os autores
assumem que as frequeˆncias de oscilac¸a˜o dos campos sa˜o iguais, assim como as constantes de acoplamento




referem-se as matrizes de




 sa˜o os operadores de criac¸a˜o (destruic¸a˜o) de
fo´tons dos campos na cavidade e externo, respectivamente.
Por interme´dio dos operadores de aniquilac¸a˜o 	 e criac¸a˜o 	  de fo´tons do modo composto e, consequ¨en-







































































Dessa forma, o operador evoluc¸a˜o temporal

  , em analogia com o modelo de Jaynes-Cummings padra˜o,
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 fffi , sendo   

 o operador densidade do sistema acoplado a´tomo-campo no tempo
ff
;
. Ale´m disso, vamos assumir que o a´tomo esta´ inicialmente numa superposic¸a˜o especı´fica de esta-

































 . Desta maneira, os elementos de matriz  






































































































































. pode ser agora efetuado de imediato,



















































































	  . Agora, com o auxı´lio da






































A hipo´tese de Wilkens e Meystre consiste em considerar o campo externo (oscilador local) como um













e  fl ffi ) e de fase !  controla´vel. Esta hipo´tese permite




 sejam trocados pelas amplitudes
cla´ssicas  e 
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no qual





























e consequentemente, a probabilidade de excitac¸a˜o pode ser escrita em termos da func¸a˜o caracterı´stica de


























































e´ o principal resultado obtido pelos autores da refereˆncia [14] e mostra como a probabilidade de excitac¸a˜o
atoˆmica esta´ conectada com a func¸a˜o caracterı´stica de Wigner do campo na cavidade em experimentos de
detecc¸a˜o homo´dina envolvendo a´tomos.
Ao fixarmos a fase   do oscilador local e medirmos a probabilidade de excitac¸a˜o, obtemos deste pro-
cesso a determinac¸a˜o da func¸a˜o caracterı´stica de Wigner 	    para um ponto particular do espac¸o de fase
complexo caracterizado pelas varia´veis   





   . De fato, para construı´rmos a func¸a˜o de





. e para cada valor selecionado, inferir-
mos a probabilidade $fffi . Este procedimento permite obter um conjunto de pontos no plano complexo que

















a reconstruc¸a˜o de  !  e´ efetuada com sucesso. Entretanto, isto nos leva a repetir o experimento va´rias ve-
zes e com as mesmas condic¸o˜es iniciais, ou seja, o a´tomo deve ser sempre preparado na mesma superposic¸a˜o
inicial de estados para cada etapa de inferic¸a˜o. Tal exigeˆncia representa, do ponto de vista experimental,
uma forte restric¸a˜o ao esquema proposto por Wilkens e Meystre.
Outra importante restric¸a˜o refere-se a validade da aproximac¸a˜o cla´ssica utilizada no ca´lculo da expressa˜o
(3.20). Para esta aproximac¸a˜o ser va´lida e´ necessa´rio assegurar que o tempo de interac¸a˜o  entre o a´tomo
e os campos seja curto o suficiente de modo a permitir desprezar os efeitos de flutuac¸a˜o do va´cuo. Isto
implica que estamos lidando com um tempo  muito menor que ffi

1 e consequentemente, assegurando
que as transic¸o˜es espontaˆneas de Rabi (flutuac¸o˜es do va´cuo) na˜o venham a ocorrer. Portanto, o esquema
de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica proposto por Wilkens e Meystre fornece apenas informac¸a˜o parcial sobre o
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3.2 Limitac¸o˜es do esquema de detecc¸a˜o
Conforme vimos na sec¸a˜o anterior, o me´todo de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica tem como intuito recons-
truir o campo na cavidade. Pore´m, foi constatado em [16] que a aproximac¸a˜o semicla´ssica utilizada pelos
autores da refeˆncia [14] impo˜em restric¸o˜es severas para o processo de reconstruc¸a˜o do campo na cavidade,
pois restringe os valores da func¸a˜o caracterı´stica 	    para 1&

ffi . Isso limita nossa habilidade de dis-
tinguir aspectos quaˆnticos do campo, tais como discriminar, por exemplo, superposic¸o˜es macrosco´picas de
misturas estatı´sticas dos estados do campo. Para verificar essa limitac¸a˜o vamos considerar o caso em que os























os quais obedecem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o










ffi # ( 	 # 
 .
 






podemos, da mesma maneira que na sec¸a˜o anterior, escrever o Hamiltoniano na representac¸a˜o de interac¸a˜o
em termos dos operadores do modo composto, coincidindo assim com a Eq. (3.6). Quando escrevemos os




































. A analogia para o modo de aniquilac¸a˜o 
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, no´s obtemos a









































sendo B o nu´mero de excitac¸o˜es do modo sime´trico e na˜o o nu´mero de fo´tons do modo na˜o vestido.
Para compararmos esse resultado com aquele obtido por Wilkens e Meystre, devemos realizar o limite
















































































A figura 3.1(a) mostra o gra´fico da expressa˜o exata (3.26) versus 

1&ff , no qual constata-se a presenc¸a de




. Ja´ ao considerarmos a expressa˜o assinto´tica
(3.29) para o mesmo conjunto de paraˆmetros, percebemos nitidamente que os colapsos e ressurgimentos






























































mos confirmar o desaparecimento dos efeitos supracitados. Ale´m disso, ao compararmos as Eqs. (3.30) e
(3.31), verificamos que ambas diferem por um fator de ffi
/	
presente na exponencial do segundo termo da
expressa˜o obtida por Wilkens e Meystre. Segundo os autores de [17], a aproximac¸a˜o semicla´ssica empre-
gada ao campo externo na sec¸a˜o anterior na˜o leva em conta as flutuac¸o˜es quaˆnticas do va´cuo e portanto,
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fixos, considerando que o a´tomo
encontra-se inicialmente no estado excitado. Os gra´ficos referem-se a diferentes situac¸o˜es limites: (a) ca´lculo
exato (3.26) da probabilidade de excitac¸a˜o fffi ; (b) a Eq. (3.29) reflete o caso limite   fl ffi em que o campo
coerente externo e´ intenso e (c) Eq. (3.31) refere-se a situac¸a˜o em que o campo externo e´ aproximado por um
campo cla´ssico.
mascara os aspectos quaˆnticos do mesmo, tais como os efeitos de colapso e ressurgimento. De fato, a va-





 . Os resultados obtidos ate´ o presente momento nos levam a concluir que a detecc¸a˜o homo´dina
atoˆmica produz uma func¸a˜o caracterı´stica 	    , cuja validade esta´ restrita a pontos no espac¸o de fase em




ffi [17]. Pore´m, isso e´ suficiente para distinguir entre misturas estatı´sticas e superposic¸o˜es
quaˆnticas macrosco´picas? Para responder a esta questa˜o consideramos o campo na cavidade em dois esta-



























. Desta maneira, o operador densidade para ambos os campos sera´





























































Figura 3.2: Esta figura mostra os gra´ficos da func¸a˜o de Wigner  !"$#fi%& versus (x,y) ' ( ),+#6+/. e considerando
 
H	
. No´s consideramos os campos na cavidade nos estados coerente par (a,c) e numa mistura estatı´stica























































































( +  A"% ) "A%& .

(3.35)






































. Agora, se considerarmos as restric¸o˜es no tempo de interac¸a˜o












































































































































Na figura 3.2 podemos notar, atrave´s da func¸a˜o de Wigner  !" #6%  para o campo na cavidade, que o campo
externo cla´ssico na˜o nos possibilita reconstruir corretamente o campo no interior da cavidade. Nos gra´ficos
(a) e (c) (campo na cavidade no estado coerente par), percebemos que a func¸a˜o de Wigner do campo re-
construı´do (c) difere do gra´fico para  !"$#fi%& sem limitac¸o˜es no tempo de interac¸a˜o (a). Um ana´lise similar
pode ser feita para os gra´ficos (b) e (d) (campo na cavidade num estado de mistura estatı´stica). Ale´m disso,
e´ visı´vel a impossibilidade de distinguir os gra´ficos (c) e (d), apesar de representarem a func¸a˜o de Wigner
para campos diferentes.
3.3 Acoplamento diferenciado do a´tomo com os campos
Atrave´s das sec¸o˜es anteriores verificamos que o esquema de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica e´ limitado por
flutuac¸o˜es quaˆnticas do campo externo, flutuac¸o˜es essas que limitam a resoluc¸a˜o do esquema de medida.
Nesta sec¸a˜o veremos que as flutuac¸o˜es quaˆnticas do campo externo sobre escalas de tempo relevantes po-
dem ser negligenciadas, desde que o a´tomo esteja fracamente acoplado ao campo externo e fortemente
acoplado com o campo da cavidade. Com essa condic¸a˜o, obteˆm-se uma medida mais precisa do estado do
campo atrave´s da detecc¸a˜o dos a´tomos que saem da cavidade no estado excitado [19].
Considerando o esquema anterior, mas agora com duas constantes de acoplamentos distintas ( 1  para o
campo na cavidade e 1 para o campo externo), temos que o Hamiltoniano de interac¸a˜o do sistema e´ dado




























































os quais obedecem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o
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 . Para o modo a, a matriz
densidade sera´ escrita em termos da distribuic¸a˜o de quasi-probabilidade
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A    
D
(3.48)

































a probabilidade de detectar o a´tomo no estado excitado uma vez que o campo inicial da cavidade se encontra
no estado coerente. Em particular, temos que 
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Por outro lado, se considerarmos o campo externo muito intenso e com amplitude    fl  1 





















Consequentemente, para 1  fl 1  e 1  ff
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designando a func¸a˜o caracterı´stica de Wigner para o estado coerente  

. Substituindo a expressa˜o acima na
















































e´ a func¸a˜o caracterı´stica de Wigner associada a uma matriz densidade inicial qualquer para um campo no




























o qual relaciona a probabilidade de excitac¸a˜o do a´tomo com a func¸a˜o caracterı´stica de Wigner de um campo
desconhecido contido no interior da cavidade. Em resumo, como o termo de decaimento na˜o e´ ta˜o grande, a
func¸a˜o caracterı´stica pode ser reconstruı´da para     grande. Desta maneira, para acoplamentos fracos entre
a´tomo e campo externo, podemos negligenciar as flutuac¸o˜es do va´cuo no campo externo, e assim trata´-lo
como um campo cla´ssico [19].
3.4 Controlando as propriedades na˜o-cla´ssicas do MJC
Agora vamos verificar a correspondeˆncia entre o esquema de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica proposto por
Wilkens e Meystre e o modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo coerente [19, 20]. O modelo
de Jaynes-Cummings com um campo externo coerente consiste basicamente de um a´tomo de dois nı´veis
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interagindo com o campo contido em uma cavidade, sendo esse sistema bombeado por um campo externo
coerente (a analogia com o esquema de detecc¸a˜o homo´dina atoˆmica e´ completa, pois temos os mesmos sub-









































com a condic¸a˜o 1 fl 1 estabelecida na sec¸a˜o anterior preservada. A evoluc¸a˜o temporal do sistema fı´sico






   fffi
 D
(3.60)
Em seguida, vamos realizar uma se´rie de transformac¸o˜es unita´rias na equac¸a˜o de Schro¨dinger com o
objetivo de obter um novo Hamiltoniano tal que tratamentos perturbativos sejam possı´veis. Para tanto,



















ff . Tal procedimento leva-nos a











com um novo Hamiltoniano transformado 




















































Apesar da restric¸a˜o 1 fl1 , o termo proporcional a 1 na˜o pode ser tratado como uma perturbac¸a˜o devido




 . Como o campo externo coerente e´
muito intenso, aproximac¸o˜es perturbativas falham neste caso. Para contornarmos esse problema devemos
em princı´pio reescrever o Hamiltoniano como uma soma de dois termos tal que um depende do modo da
cavidade e da amplitude do campo externo, e o outro e´ proporcional a 1  e independente da intensidade do


























 . Com isso, a
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caracterizando assim a chamada representac¸a˜o do va´cuo [18]. Nessa representac¸a˜o, o estado inicial do




















a mole´cula Jaynes-Cummings bombe-
ada pelo campo externo. Nesta situac¸a˜o, o Hamiltoniano 












































































Note que o termo (3.70) descreve o efeito sobre o sistema das flutuac¸o˜es do va´cuo no campo externo. Como
estamos trabalhando num regime de tempo em que essas flutuac¸o˜es na˜o sa˜o importantes, podemos consi-
derar
 
fffi como uma perturbac¸a˜o. De fato, somente o termo de ordem zero da perturbac¸a˜o e´ considerado,
tendo em vista que o decaimento atoˆmico tambe´m e´ descartado. Pore´m, este procedimento e´ valido so-
mente quando a probabilidade das perturbac¸o˜es que induzem as transic¸o˜es entre os autoestados do sistema







Levando em conta as aproximac¸o˜es delineadas ate´ o presente momento, temos que o Hamiltoniano
 
na


















































1   , recuperamos o Hamiltoniano padra˜o do modelo de Jaynes-
Cummings na˜o-ressonante na representac¸a˜o de interac¸a˜o. Na representac¸a˜o de Schro¨dinger, o estado do
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Figura 3.3: Gra´fico da inversa˜o atoˆmica 7 8 fffi versus 

1ff , considerando o campo na cavidade no estado







onde o ı´ndice ex faz refereˆncia ao modelo de Jaynes-Cummings com um campo externo. Neste capı´tulo
vamos sempre considerar o a´tomo inicialmente no estado excitado e o campo na cavidade descrito pelos























































































Em seguida, vamos calcular algumas varia´veis dinaˆmicas tais como inversa˜o atoˆmica, nu´mero me´dio de
fo´tons e compressa˜o nas quadraturas, com o intuito de investigar as propriedades na˜o-cla´ssicas do modelo
em questa˜o.
A - Inversa˜o Atoˆmica






















Considerando o a´tomo inicialmente no estado excitado e o campo na cavidade coerente, a expressa˜o para
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ff para um campo te´rmico na cavidade. Foram analisadas
duas situac¸o˜es: na primeira fixamos o campo externo em  
;?
e variamos o nu´mero me´dio de fo´tons




. Na segunda situac¸a˜o, a amplitude do campo externo foi fixada em
 
 
e novamente variamos o nu´mero me´dio de fo´tons te´rmicos em (b) e (d), utilizando os mesmos




































































ffi , temos que a Eq.
































Como podemos ver na Fig. (
?&D ?
), a inversa˜o atoˆmica e´ sensı´vel ao campo externo. No caso do campo
coerente na cavidade, a amplitude do campo externo e´ “somada” a amplitude do modo a.
De modo ana´logo ao ca´lculo desenvolvido anteriormente, temos que a inversa˜o atoˆmica para o estado
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Figura 3.5: Evoluc¸a˜o temporal do nu´mero me´dio de fo´tons com amplitude  
 	




para o campo externo. Aqui vemos o fenoˆmeno de ressurgimento a longos tempos.























































































































&fl  o polinoˆmio de Laguerre generalizado []. Agora, substituindo a Eq. (3.83) em (3.82) e reali-























































Na Figura 3.4 tambe´m observamos a influeˆncia do campo externo sobre a evoluc¸a˜o da inversa˜o atoˆmica.
Considerando o campo te´rmico na cavidade, constatamos o surgimento de colapsos e ressurgimentos, com-
portamento que na˜o ocorre sem a presenc¸a do campo externo. Ale´m disso, e´ possı´vel notar que os colapsos
e ressurgimentos sa˜o mais “definidos” para campos externos com alta amplitude e baixo nu´mero me´dio de
fo´tons te´rmicos.
B - Nu´mero Me´dio de Fo´tons
De maneira ana´loga aos ca´lculos desenvolvidos ate´ o presente momento, temos que a expressa˜o para o
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Figura 3.6: Gra´ficos do nu´mero me´dio de fo´tons para um campo te´rmico na cavidade B <>& versus  . As
figuras (a) e (c) correspondem a um campo externo com amplitude  
G?
e nu´mero me´dio de fo´tons




, respectivamente. Ja´ nas figuras (c) e (d) a amplitude do campo externo e´
 
H
com as mesmas variac¸o˜es para AB .
Consequentemente, ao considerarmos o campo na cavidade descrito pelos estados coerente e te´rmico obte-







































































































































































































































fffi dada pela Eq.(A.11). Como podemos ver nas Figs. 3.5 e 3.6, tanto para o campo te´rmico como
para o campo coerente na cavidade, o nu´mero me´dio de fo´tons apresenta ressurgimentos a longos tempos.
Com isso, e´ visı´vel a influeˆncia do campo externo sobre a dinaˆmica do sistema.
C - Compressa˜o nas Quadraturas





















































com o objetivo de investigar o efeito na˜o-cla´ssico de compressa˜o nas quadraturas. Para tanto, devemos














































































































































































































































































































































































































































CAPI´TULO 3. O MODELO DE JAYNES-CUMMINGS COM UM CAMPO EXTERNO CLA´SSICO 42



















Figura 3.7: Variaˆncia da quadratura

  versus 

1 ff , considerando ambos os campos, na cavidade e




, respectivamente. Na˜o observa-
mos aqui o fenoˆmeno de compressa˜o da quadratura
A Figura (
?D
 ) mostra a variaˆncia da quadratura   , para o campo intracavidade no estado coerente. Uti-




. Nesse caso, na˜o observamos
nenhuma influeˆncia significativa do campo externo sobre a quadratura.

















































































































































































































































































































































































































































Na Figura 3.8 podemos ver que, para um campo te´rmico na cavidade, a variaˆncia da quadratura   e´
sensı´vel ao campo externo. Para isso, analisamos duas situac¸o˜es: na primeira fixamos o nu´mero me´dio de
fo´tons te´rmicos ( AB
H&DE	




#	 ). No gra´fico 

 as variac¸o˜es
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Figura 3.8: Variaˆncia da quadratura  para um campo te´rmico na cavidade. Na figura (a) fixamos o nu´mero
me´dio de fo´tons te´rmicos em AB
 D 	







Ja´ na figura (b), fixamos a amplitude do campo externo em  
 &D 







ambas as situac¸o˜es, cada variac¸a˜o das linhas (contı´nuas, tracejadas e alternadas) representa os diferentes












). E´ visı´vel a influeˆncia do campo externo sobre a variaˆncia da quadratura. Em (a) temos que,
quanto maior o valor assumido por   , maior sera´ a compressa˜o. Ja´ em (b), temos que quanto menor for o
nu´mero me´dio de fo´tons te´rmicos, maior sera´ a compressa˜o.





Isso nos leva a concluir que, quanto maior a amplitude do campo externo, maior sera´ a compressa˜o da
quadratura. Na segunda situac¸a˜o fixamos a amplitude do campo externo (  
 
) e variamos o nu´mero














respectivamente. Notamos que a compressa˜o sera´ maior para um nu´mero de
fo´tons te´rmicos menor.
E´ importante salientar que tivemos a necessidade de obter as expresso˜es analı´ticas da inversa˜o atoˆmica,
do nu´mero me´dio de fo´tons e da variaˆncia das quadraturas para o campo na cavidade no estado te´rmico,
tendo em vista que as ana´lises existentes na literatura [20] foram feitas a partir de simulac¸o˜es nume´ricas.
Assim, apo´s introduzir alguns resultados sobre a influeˆncia de um campo externo cla´ssico sobre o sis-
tema a´tomo-campo (MJC), abordaremos, no capı´tulo seguinte, como sera´ essa influeˆncia ao considerarmos
o campo externo quaˆntico.
Capı´tulo 4
Aspectos qualitativos de emaranhamento
no modelo de Jaynes-Cummings com um
campo externo quaˆntico
Neste capı´tulo apresentamos um procedimento matema´tico que nos permite obter soluc¸o˜es analı´ticas
para a inversa˜o atoˆmica e func¸a˜o de Wigner para o MJC com um campo externo quaˆntico, assumindo
quaisquer campos na cavidade e externo. Essas soluc¸o˜es podem ser escritas na forma integral, de modo
que seus integrandos apresentam um termo comum, relacionado ao produto das distribuic¸o˜es de quasi-
probabilidades de Glauber-Sudarshan para cada campo, e um kernel responsa´vel pela correlac¸a˜o. Para
ilustrar os resultados, fixamos o campo externo no estado coerente e o campo na cavidade nos estados co-
erentes par e ı´mpar. Desta maneira, mostraremos como a amplitude do campo externo e o paraˆmetro de
dessintonia modificam o emaranhamento desse sistema composto atrave´s da ana´lise da func¸a˜o de Wigner.
Esses resultados foram dispostos da seguinte maneira: na sec¸a˜o +
D
ffi obtemos o operador evoluc¸a˜o tem-
poral e os elementos de matriz do operador densidade para o MJC com um campo externo quaˆntico, com os
campos na cavidade e externo descritos na representac¸a˜o diagonal dos estados coerentes. Na sequeˆncia, no´s
fixamos o campo na cavidade nos estados coerente par e ı´mpar e o campo externo no estado coerente para
investigar, na sec¸a˜o +
D 	
, os efeitos da amplitude do campo externo e dos paraˆmetros de dessintonia sobre
a inversa˜o atoˆmica. Na sec¸a˜o +
D ?
mostramos a expressa˜o para a func¸a˜o de Wigner associada com o campo
na cavidade a qual permite-nos analisar, por meio de ca´lculos nu´mericos de um conjunto de paraˆmetros e
condic¸o˜es iniciais similar ao utilizado na sec¸a˜o anterior, como o emaranhamento e´ modificado no sistema
em estudo. Na sec¸a˜o +
D
+ apresentamos nossas concluso˜es e perspectivas de futuros trabalhos. Por u´ltimo,
44
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os apeˆndices B e C conteˆm os principais passos para o ca´lculo da inversa˜o atoˆmica e da func¸a˜o de Wigner,
respectivamente.
4.1 Aspectos alge´bricos do MJC com um campo externo
Em geral, o MJC com um campo externo consiste de um a´tomo de dois nı´veis interagindo na˜o-ressonan-
temente com um u´nico modo do campo na cavidade, e um campo externo quaˆntico incidindo por um
dos lados abertos da cavidade (o esquema experimental no contexto de cavidades QED esta´ ilustrado na



































































e´ a frequeˆncia dos campos na cavidade e externo (que assumimos na condic¸a˜o de ressonantes),
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e´ a constante de































  os operadores criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) de fo´tons dos cam-
pos na cavidade e externo, respectivamente. E´ importante mencionar que a natureza quaˆntica dos campos
usados em va´rios esquemas de processamento de informac¸a˜o quaˆntica apresentam se´rias consequeˆncias em
computac¸a˜o quaˆntica de larga escala: o princı´pio de incerteza e a possibilidade de tornarem-se emaranhados




. . Desta maneira, van
Enk e Kimble [31] tem considerado a interac¸a˜o de campos laser com qubits atoˆmicos e quantificado o emara-
nhamento a´tomo-campo em va´rias situac¸o˜es de interesse onde, em particular, eles encontram que o emara-
nhamento diminui com o nu´mero me´dio
  









fl ffi . Seguindo a mesma linha, Gea-Banacloche [32] tem investigado a natureza quaˆntica dos cam-
pos laser usados na manipulac¸a˜o de informac¸a˜o quaˆntica, focalizando especialmente os erros de fases e seus
efeitos sobre esquemas de correc¸a˜o de erros (para mais detalhes veja [32,33]).
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  o operador nu´mero associado ao operador de quasi-modo 	  
  . Introdu-
































sa˜o os operadores nu´mero de fo´tons
dos campos na cavidade e externo);
(ii) o operador
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(iii) a relac¸a˜o de comutac¸a˜o entre os operadores   e
 





(iv) o hamiltoniano 








































. Este fato nos leva a obter o hamiltoniano 
  <
  
na representac¸a˜o de interac¸a˜o, o qual
descreve o modelo de Jaynes-Cummings na˜o-ressonante para um a´tomo interagindo com o quasi-modo 	 ,
e com constante de acoplamento dada por 1  . Desta maneira, o operador evoluc¸a˜o temporal e´ ana´logo ao
do MJC na˜o-ressonante usual.










 do sistema a´tomo-cavidade
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na base atoˆmica, os elementos




























































































































 fffi , sendo   

 o operador densidade do sistema no tempo ff
0
. Por convenieˆncia,
assumimos que o a´tomo esta´ inicialmente no estado excitado e os campos externo e na cavidade encontram-


































































  representa a distribuic¸a˜o de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo, com








. Desta maneira, os elementos de matriz de  
  


































































Note que   fffi descreve a soluc¸a˜o exata da equac¸a˜o de Schro¨dinger na representac¸a˜o de interac¸a˜o para o MJC
com um campo externo na˜o-ressonante. Usando esta soluc¸a˜o no´s podemos estabelecer expresso˜es analı´ticas
para a evoluc¸a˜o temporal de va´rias func¸o˜es que caracterizam o estado quaˆntico do campo na cavidade,
como a inversa˜o atoˆmica e a func¸a˜o de Wigner. Por simplicidade, o estado inicial do campo externo sera´








  , e o estado inicial do campo na cavidade
ira´ assumir duas diferentes possibilidades: os estados coerentes par e ı´mpar. Com relac¸a˜o a distribuic¸a˜o de
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  a func¸a˜o delta bidimensional. De acordo com Glauber [35]: “Se as singularidades de

  sa˜o
do tipo mais forte do que as func¸o˜es delta (por exemplo, derivadas da func¸a˜o delta), enta˜o o campo repre-
sentado na˜o tera´ ana´logo cla´ssico”. Nesse contexto, investigaremos a influeˆncia da amplitude do campo
externo e dos paraˆmetros de dessintonia sobre os efeitos na˜o-cla´ssicos do campo na cavidade onde, em
particular, a inversa˜o atoˆmica e a func¸a˜o de Wigner sera˜o abordadas.
4.2 Inversa˜o Atoˆmica





. e´ uma quantidade de interesse central nessa sec¸a˜o devido a sua
fa´cil acessibilidade em experimentos. Para o sistema a´tomo-cavidade descrito na sec¸a˜o anterior, a inversa˜o



































































































ffi a frequeˆncia de Rabi efetiva. Note que a Eq. (4.5) pode ser obtida
para quaisquer estados dos campos na cavidade e externo. Se considerarmos ambos os campos no estado
coerente, a inversa˜o atoˆmica coincide com  ,#fi "6fffi . Essa situac¸a˜o foi investigada por Dutra e colaboradores












 , onde os autores mostraram que a probabilidade de excitac¸a˜o esta´ conectada com a











(campo externo intenso) sa˜o satisfeitas. Por outro lado, se considerarmos os campos na cavidade e externo




















































































 fl  corresponde aos po-




representa um fator de escala para AB     . E´ importante
mencionar que esses resultados corroboram as investigac¸o˜es nume´ricas realizadas por Li e Gao [20] para o
estado te´rmico e ja´ estudadas no capı´tulo 3. Isto nos incentiva a analisar a inversa˜o atoˆmica para os estados
coerente par e ı´mpar.















 para os estados coerente
par e ı´mpar na expressa˜o da inversa˜o atoˆmica, cujas integrais nos planos complexos  4 e 
)
podem ser cal-
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A Fig. 4.2 mostra os gra´ficos de 7  fffi versus 1  ff quando o sistema a´tomo-cavidade esta´ ressonante (a,c)

 
e na˜o-ressonante (b,d) 
 
1















ffi fixos, com dois diferentes
valores de amplitude do campo externo: (a,b)  

	
e (c,d)  
 	/
. Uma vez que o a´tomo esta´ preparado
inicialmente no estado excitado, o valor da inversa˜o atoˆmica no tempo ff
 
e´ igual para ambas as situac¸o˜es.
Na Fig. 4.2(a) podemos perceber que 7  fffi tem um comportamento irregular, em que os resurgimentos
na˜o esta˜o bem definidos (em particular, os ressurgimentos sa˜o considerados como manifestac¸o˜es quaˆnticas
do campo eletromagne´tico dentro da cavidade); enquanto que na Fig. 4.2(c), os colapsos e ressurgimentos
aparecem quando o campo externo e´ intenso. Agora, se analisarmos as Figs. 4.2(b) e (d), no´s concluı´mos que
os colapsos e ressurgimentos podem ser controlados pela dessintonia entre os campos na cavidade (externo)
e transic¸a˜o atoˆmica (em particular, os ressurgimentos tem uma estrutura regular e pequena amplitude).
Similarmente, a Fig. 4.3 mostra os gra´ficos de 7  fffi versus 1(-ff para os mesmos paraˆmetros da figura
anterior, no qual verificamos: (i) o aparecimento de diferentes estruturas de colapsos e ressurgimentos, e (ii)
os efeitos dos paraˆmetros   e  sobre a inversa˜o atoˆmica 7 fffi sa˜o completamente ana´logos aos do estado
coerente par. Go´ra e Jedrzejek [52] mostraram que no MJC usual, com o campo da cavidade preparado







), a inversa˜o atoˆmica apresenta colapsos e ressurgimentos distintos desde que o a´tomo e o
campo estejam pro´ximos da ressonaˆncia; e a longos tempos, o comportamento do modelo apresenta super-
estruturas como os super-ressurgimentos. Desta maneira, as Figs. 4.2(b) e 4.3(b) apresentam num curto
perı´odo comportamentos ana´logos a essas super-estruturas e esse fato esta associado ao pequeno nu´mero
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Figura 4.2: Evoluc¸a˜o temporal da inversa˜o atoˆmica 7  fffi do a´tomo inicialmente preparado no estado exci-
tado com os campos na cavidade e externo preparados nos estados coerente par e coerente, respectivamente.
Tais figuras correspondem a (a,c) 
;
(ressonaˆcia) e (b,d) 
 
1


































































nas Figs. 4.2(d) e 4.3(d). Resumindo, a amplitude do campo externo e o paraˆmetro de dessintonia
tem grande influeˆncia sobre as estruturas de colapsos e ressurgimentos no MJC com um campo externo
quaˆntico, e isso nos leva a investigar as propriedades na˜o-cla´ssicas do campo na cavidade atrave´s da func¸a˜o
de Wigner.
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. para (a,c) 
C
















ffi fixo. Em ambas situac¸o˜es no´s consideramos diferentes
valores da amplitude do campo externo, isto e´, (a,b)  
H	




4.3 Func¸a˜o de Wigner




. , a func¸a˜o de Wigner e´ geralmente definida em
termos de uma func¸a˜o auxiliar (denominada de func¸a˜o caracterı´stica de Wigner) que descreve o ordenamento




















sendo o operador deslocamento. A conexa˜o entre ambos os operadores e´ estabele-
cida atrave´s da transformada de Fourier bidimensional como segue (ver sub-sec¸a˜o
	 DE DE	
):





















Assim, se considerarmos o campo na cavidade no refereˆncial do MJC com um campo externo quaˆntico, a
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Figura 4.4: Gra´ficos de  flfi
ffi
4
  "fifffi versus  ' (*)$ #
 . e % ' (*) ffi

#fi+. para o sistema a´tomo-cavidade com
dois valores diferentes de dessintonia: (a,b) 
 




















































































fffi3  4 #6
)
D
Aqui, o operador deslocamento
 
4 
 esta´ associado ao campo na cavidade. Agora, substituindo 	 
 "fifffi na
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  ) $4 

 na˜o depende das varia´veis associadas ao campo externo
e isso nos leva a escrever a func¸a˜o de Wigner inicial como


















Essa expressa˜o representa um processo de suavizac¸a˜o gaussiana do integrando

4   4  , tal que  4   "

 e´
uma func¸a˜o bem definida no espac¸o de fase caracterizado pelas varia´veis 
  	














"6fffi e´ responsa´vel pelo emaranhamento entre os campos externo e na cavidade











pectivamente), visto que as varia´veis complexas  4 e 
)
esta˜o completamente correlacionadas. Ale´m disso,
e´ importante mencionar que 	 
 "fifffi e  4   "fifffi podem ser obtidas para quaisquer estados dos campos na
cavidade e externo (condic¸o˜es similares foram estabelecidas para a inversa˜o atoˆmica) sem restric¸o˜es sobre
os tempos de interac¸a˜o, e as expresso˜es obtidas analiticamente com esse procedimento generalizam os re-
sultados previamente discutidos na literatura [14,16-18].
Vamos agora considerar as distribuic¸o˜es de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan para os estados






















fi)  #6 "fifffi

















































































































( +   
	
 . permite recuperar





















































































As figuras 4.3 e 4.4 mostram os gra´ficos tridimensionais de  fi
ffi
4















  9 , respectivamente, para o sistema a´tomo-cavidade ressonante (a,b) 
H
e na˜o-ressonante (c,d)
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  "fifffi para o mesmo conjunto de paraˆmetros estabelecidos na















fixos. Note que o emaranhamento e´ ma´ximo
quando 
H










 . Em ambas as simulac¸o˜es no´s consideramos  

ffi e duas diferentes amplitudes do campo
externo: (a,c)  
H	
e (b,d)  







obter uma visa˜o parcial do emaranhamento no sistema composto em estudo. Uma primeira ana´lise dessas
figuras mostra, atrave´s da func¸a˜o de Wigner, que o emaranhamento e´ sensı´vel as variac¸o˜es dos paraˆmetros
experimentais   e  (esse fato corrobora os resultados anteriormente obtidos para a inversa˜o atoˆmica);
sendo a dessintonia responsa´vel pelo grau de emaranhamento entre as componentes envolvidas no sistema,
pois ambos os campos esta˜o em ressonaˆncia. Desta maneira, embora as Figs. 4.3(c)-(d) and 4.4(c)-(d) te-




  "fifffi assume valores negativos devido a
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estatı´stica sub-poissoniana inicial do campo na cavidade; enquanto  fi
ffi
4
! #"6fffi e´ extritamente positiva, pois o




 (ver Ref. [36] para
mais detalhes). Ja´ o aumento de   nas Figs. 4.3(b,d) e 4.4(b,d) mostra um efeito interessante nas func¸o˜es
de Wigner: o padra˜o de interfereˆncia entre os estados dos campos externo e cavidade se torna mais pronun-
ciado, e esse efeito modifica as formas de  fi
ffi
4
  "fifffi e  fi
 ffi
4
  "fifffi . Uma analise similar pode ser aplicada se
considerarmos ambos os campos no estado coerente (ver apeˆndice C).
Para finalizar essa sec¸a˜o, determinaremos as func¸o˜es distribuic¸a˜o de probabilidades marginais    4 % "fifffi  
e    4 * "fifffi   atrave´s da integrac¸a˜o direta da Eq. (4.10) sobre as varia´veis  ou % , isto e´,
























































































































































































































 denota o menor nu´mero










































































































































































as quais permitem expressar os integrandos      4 #6
)
"fifffi e     4 #6
)
"fifffi nas formas compactas































  4 #6
)
"fifffi# (4.19)
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Consequ¨entemente, a conexa˜o entre as Eqs. (4.19) e (4.20) pode ser prontamente estabelecida atrave´s das

























Em analogia com a func¸a˜o de Wigner, as func¸o˜es distribuic¸a˜o de probabilidades marginais na˜o depen-
dem do campo externo no tempo ff
H
. Nesse caso, as expresso˜es se reduzem a




































) (  )

	




4   4 
D
Agora, ao considerarmos ambos os campos externos e cavidade no estado coerente, obteremos    4 % "6fffi3 

   #fi "fifffi e    4   "fifffi  

  #fi "6fffi . Esse exemplo, em particular, mostra que as distribuic¸o˜es marginais
representam uma importante ferramenta para o estudo qualitativo de emaranhamento, uma vez que as
varia´veis  e  esta˜o completamente correlacionadas.
4.4 Concluso˜es





 no modelo de Jaynes-
Cummings com um campo externo quaˆntico para calcular as expresso˜es exatas da inversa˜o atoˆmica e da
func¸a˜o de Wigner na situac¸a˜o em que o a´tomo esta´ inicialmente no estado excitado. Adotando a representac¸a˜o
diagonal dos estados coerentes, no´s mostramos que essas expresso˜es podem ser escritas na forma inte-
gral, com seus integrandos apresentando um termo comum que descreve o produto das func¸o˜es de quasi-
probabilidade de Glauber-Sudarshan para cada campo e um kernel responsa´vel pelo emaranhamento. E´
importante mencionar que o procedimento matema´tico desenvolvido aqui na˜o apresenta nenhuma restric¸a˜o
sobre os estados dos campos eletromagne´ticos externo e na cavidade. Para ilustrar esses resultados, fixamos
o campo externo no estado coerente e assumimos duas diferentes possibilidades para o campo na cavidade:
os estados coerentes par e ı´mpar. Dessa maneira, no´s verificamos que a amplitude do campo externo e o
paraˆmetro de dessintonia (i) influenciam fortemente as estruturas de colapsos e ressurgimentos da inversa˜o
atoˆmica, (ii) modifica a forma de  4   "fifffi pois o padra˜o de interfereˆncia entre os estados do campo na ca-
vidade se tornam mais evidentes atrave´s da func¸a˜o de Wigner. Ale´m disso, o formalismo empregado para
o ca´culo da inversa˜o atoˆmica e da func¸a˜o de Wigner possibilita a investigac¸a˜o de sistemas fı´sicos similares
(por exemplo, consultar refereˆncias [28, 29]); ou no estudo de sistemas dissipativos compostos, onde o efeito
de decoereˆncia tem um papel central no processamento de informac¸a˜o quaˆntica. Por fim, esse capı´tulo re-
presenta uma contribuic¸a˜o original para o estudo de engenharia de estados emaranhados com eˆnfase em
computac¸a˜o quaˆntica e to´picos relacionados.
Capı´tulo 5
Considerac¸o˜es finais
Nesta dissertac¸a˜o realizamos uma breve revisa˜o de conceitos fundamentais de o´ptica quaˆntica e dos
resultados existentes sobre o MJC com um campo externo cla´ssico. Para isso, obtivemos as expresso˜es
analı´ticas (inversa˜o atoˆmica, nu´mero me´dio de fo´tons e variaˆncia das quadraturas) para esse sistema no caso
do campo intracavidade no estado te´rmico, que nos levaram a recuperar resultados nume´ricos conhecidos
[19].
Como resultado principal desse trabalho, no capı´tulo 4, observamos a validade do procedimento ma-
tema´tico adotado, que possibilitou a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es analı´ticas na forma integral (para a inversa˜o
atoˆmica e func¸a˜o de Wigner), com seus integrandos apresentando um kernel responsa´vel pela correlac¸a˜o e
um termo comum descrevendo o produto das distribuic¸o˜es de quasi-probabilidade de Glauber-Sudarshan
para cada campo. Este procedimento torna possı´vel a utilizac¸a˜o de quaisquer campos externo e na cavidade.
Para ilustrar nossos resultados, utilizamos a situac¸a˜o em que o a´tomo esta´ inicialmente no estado excitado,
o campo externo no estado coerente e o campo intracavidade nos estados coerentes par e ı´mpar. Tais resul-
tados nos levaram a verificar a influeˆncia da amplitude do campo externo e do paraˆmetro de dessintonia
sobre os efeitos na˜o-cla´ssicos (ressurgimentos e emaranhamento), visı´veis nos gra´ficos da inversa˜o atoˆmica
e func¸a˜o de Wigner.
Pretendemos, em complemento a esse trabalho, realizar o ca´lculo: dos momentos associados ao operador
nu´mero de fo´tons dos campos externo e intracavidade; do paraˆmetro Q de Mandel, para verificar como a
estatı´stica do campo na cavidade e´ modificada pela amplitude do campo externo e paraˆmetro de dessintonia,
ale´m do estudo da distribuic¸a˜o do nu´mero de fo´tons do campo na cavidade via definic¸a˜o de entropia de
Wehrl.
A tı´tulo de pesquisa futura, pretendemos incluir perdas na cavidade, para assim entender como o pro-
cesso de decoereˆncia afeta o emaranhamento no sistema em estudo, ale´m de buscar possı´veis soluc¸o˜es
57
CAPI´TULO 5. CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS 58
analı´ticas que permitam uma investigac¸a˜o completa dos efeitos decoereˆncia versus emaranhamento.
Apeˆndice A
Alguns valores me´dios para o MJC com
um campo externo cla´ssico







onde, no nosso problema, o operador densidade  fffi a ser utilizado e´ dado pela Eq. (3.74). Desta ma-
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e, consequentemente, suas respectivas variaˆncias. Agora, vamos considerar um campo te´rmico na cavidade




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































&fl  o polinoˆmio de Laguerre generalizado [18] De posse dos valores me´dios dos operadores de
quadratura, podemos calcular suas respectivas variaˆncias levando em conta ambas as condic¸o˜es iniciais do
campo na cavidade.
Apeˆndice B
A Inversa˜o Atoˆmica na forma integral
Com a ajuda da definic¸a˜o estabelecida na sec¸a˜o +
DE	
para a inversa˜o atoˆmica e a propriedade de in-










































































 na base dos estados coerentes na segunda igualdade da Eq.































































No entanto, a efetividade da forma integral (B.2) esta´ conectada com a determinac¸a˜o da expressa˜o analı´tica
para Eq. (B.3).
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Em seguida no´s aplicamos a fo´rmula de decomposic¸a˜o para o ordenamento antinormal da a´lgebra de Lie
sobre o operador 
 















































































  $4 #6
)
    0



















































































































ffi a frequeˆncia de Rabi efetiva. Agora, substituindo
estes resultados na Eq. (B.3), no´s obtemos



























































 . Consequ¨entemente, com a determinac¸a˜o da expressa˜o analı´tica para
 ,  4 #6
)
"fifffi , a eficieˆncia da forma integral (B.2) esta´ garantida.
Apeˆndice C
Detalhes do ca´lculo da Func¸a˜o de Wigner



















































































































por meio de integrac¸o˜es nas varia´veis complexas  4 e 
)
. Assim, vamos substituir dentro das Eqs. (C.1) e







































































































































































































































   ff
/	
 (a func¸a˜o   fffi foi definida previamente no apeˆndice A).

































































































































































































































































































"fifffi que aparece no integrando de 	 





























































































"fifffi , uma vez que ambas as func¸o˜es
esta˜o conectadas por uma transformada de Fourier bidimensional. Agora substituindo (C.5) na Eq. (4.11) e
integrando na varia´vel complexa 



















































































































































































































































































1 , a expressa˜o para
  
  4 #6
)
"6fffi
pode ser escrita na forma simplificada
  





































































































































Esta soluc¸a˜o e´ equivalente a considerar que a interac¸a˜o entre os campos externo e na cavidade tem o mesmo
peso. Note que a expressa˜o (C.6) representa um passo importante no processo de investigac¸a˜o dos efeitos
da amplitude do campo externo e dessintonia sobre as propriedades na˜o-cla´ssicas do campo na cavidade
atrave´s da func¸a˜o de Wigner.
Por exemplo, quando os campos externo e cavidade sa˜o descritos por estados coerentes, a func¸a˜o de
Wigner coincide com
 
#fi "6fffi e para ff
 








	   
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! #"6fffi versus 
  	





o sistema a´tomo-cavidade ressonante (a,b) 
 








































1 foi estabelecida para ambas as situac¸o˜es, e a soma infinita











































































onde  e´ o valor que garante a convergeˆncia da expressa˜o (no´s fixamos 
 /
nos ca´lculos nume´ricos). Ja´
que a evoluc¸a˜o temporal dos sistemas compostos nos leva a conceitos essenciais de emaranhamento [5], as
Figs. C1 refletem os efeitos do campo externo sobre as diferentes formas de emaranhamento no sistema em







1  ). Para uma visa˜o mais global do emaranhamento sobre esse sistema, diferentes valores de
1( ff e 6  # / sa˜o necessa´rios. Aqui, no´s fizemos apenas um estudo parcial desse importante efeito.




























































  #6 "fifffi versus  '!( )$ #	 . e % '!( ) ffi

#fi+. para o sistema a´tomo-
cavidade ressonante (a,b) 
H






mento), com  





fixos. No´s consideramos dois valores diferentes de amplitude do campo
externo: (a,c)  

	
e (b,d)  
H





1 estabelecida em ambas as situac¸o˜es.
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